


)
,
⾣矩阵 :

AAH = AHA = E

2 .正规矩阵

设 AGCnM ,
且 AHA = AAH

,

AH : A 的共轭转置
则称A为正矩规阵

六正交矩阵
泰勒展开 ,

n = 0开始

ATA = E 1 AT = A1 )
sinx = x - 号++ …+6-

)

哭
4. Hermite矩阵 ; ωsx = 1-芸 ++ …+C

-)
^

AH = A

5 .
天矩阵的迹 = 矩阵特征值之和

dimV ,
+ dimV2 = dim ( V, + V2) + dim ( v, M V2 )

rankA = dimR (A )

rankA + n ( A) = A 列数

nm = dim州—

dimR1A) + dimN(A) = A列数



QR分解
⼀

- Schmidt 正交化法

, 把矩阵 A写成列向量的形式

A= ( α ., α 2 , α3 )

2
.
⽤施密特正交化⽅法把α .α 2 α3正交化

K21
β, =α ,

i β2 = α 2 -
( 2,β , )

β ,

β 3 =α s -
("^|, β, ) β
,-(*",

β2

K 31

3 .

把 β, β2 , β 3 单位化

r, =影 .

γ2 =靠 ,
r3
=1

θ= [ r, 2 ,
r3 ]

, 4

R = l
1 β 1 |

鬣引



⼆ . Householder 法

」
A =

阔 - ⾔ 时-6 O
- 1 -2 0 1

1
. 取D ,= ( 11 - 1- 1 ) ]

,

α
,= 1 |b ,1lz = 2

D, - α, C 1
U , =

"… e,
= 淵 ] e , = )

H . =I 4 - zu, ui=| " ,| -zxiN礡
得到 HA|員

□继续下⼀步
2
. 取 b2 = 1004)

T
α2 = 1/blb = 4

D2 - αrez
2 =

"xer1
=) e)

Hi =I 3 -cunu = ( 18 )
以 =治別 = : :]
得到 HhIH, A )= ⾼ = R[

00 2

A =QR =(H ,H)R=“]O - 1
1

Q = H , Hz



三 . Givens 法

A = QR = Tii .. TiT
2
. .Tin .Tn

,
nR

-5 可

系
1

Tpq = ε
. …

., 5P ⾏⼼箔; 时 1 ⼀ C ]q⾏⼀

—1 取 C1 ⼀ = 0 S, =r = 1 p列 q列

…
…

λ O2+ 22
则 : ③ 先⽤ 1 項填充

⼆ 1
0 0 0 |

] 且 T4 A = l話{ 0 % ] 主对⻆线 !下

48 : 8 品
0 -③ 台 ;

i取看上靠si = 告 Sz =号
则: ; | 0 0

≥

54 0Tm% 6 且 4LT4 A( )= R

O 5

A = QR = T14T2 R

冽 :,剖説



利⽤盖尔圆定理实现对特征值的隔离 盖尔圆 Gi : 1E - aiil = Ri

当 A = (aij )nxn的若⼲盖尔圆相交时盖尔圆半径Rilaijljfi

要隔离它的特征值 ;

选取正数 d, dz, … , dn , 并设对⻆矩阵

D = diagld , … , dn )

构造与 A相似的矩阵 B :

B = DAD
"
= (aijj ) nxn

则A 与 B有相同特征值。适当选取Ʃd , dz, … , dh
有可能使 B的每个盖尔圆包含 A的⼀个特征值

妹

⼀

⼀
—



缩⼩ G3 ,
选取 D = diag ( 11, 三 )

1
2 0.5

则 B = DAD
"
= (aijf> man =

! ∵ ]
Gi : 1E - 2 ) ≤ 1. 1

Gi : 1 z + i | ≤ 1

G

5: 1 z -12 i- 1 ) | ≤ 2

画图 , Gi .Gi. G; 孤相互⽴

因此 , A 的三个特征值分别在GG 中

选取改变前后

相⽐半径更⼩的那个



矩阵函数值的计算⼀求矩阵函数eAt
.求微分⽅程组的解

⼀微分⽅程组的解

x (t) = CA
(t - to)cteAtlteArfir 1dr

⼆
,
待定系数法求矩阵函数值 :

确定次⽅数 ;

1 求凡的特征多项式

要⼼m次龘2 设 γ ( λ)= bn+λ
" "
+ … + b. λ tbo

根据 γ
("
(λ i ) = t

"
f(" (x) |λ=λ i (球导 ) ⽐最⼩多次式低

⽅列程组解 bo … bni

3 . f (A ) - HA ) = bnyAn
1+
. … tb ,
AtboI

” 计算⼀般步聚:

① 没⼊阶矩阵 A 的最⼩多项式为 m 次多项式

m /R } = (λ - λ , JM (λ - λ, ) Ps … ( λ- λ sjMs

③ 设 f ( At 了

f 1 At ) = G 01t ) E 5 G, (t3 At … + Gamilt )
Am+

③ 求絲数

系数G 0 lt), G . ( t3, …

, Ape (t3满⾜ :

f (λ t) = Golt |+ a< t)λ+ … + Gm,( ± )λmy
对⼊
求导f' " λ t )= G , ( τ)+ 2 G 2( t)λ+ … + ( m -1) 9 m-1 (t) λ

州-2

可求出系数 ( 伏⼊特征值列⽅程了

④ 将系数回代

f 1 At) = Go (t ) E + G, CT) A + … tGmeT) Am
-1



Moore - Penrose 逆 A
+

共轭转置 ;

⼀矩阵的满秩分解
AH = 1A )

T

A = FG

列满秩 × ⾏满秩 ( 转置同时 ,矩阵中的

复数也转置 )
步骤 :

设 A ε Cm
*"

( r > 0 )
,
取 A 的第 jj%… jr列构成 F

⼜取 A 的 Hermite标准形 H的前⼩⾏构成 G

(⾏最简阶梯 )

⼆求加号逆

( 利⽤满秩分解 )

At = G
+
F
+
= GH ( GGH)

"
( FHF )

”

FH

若 A 是⾏满秩

A+= AH ( AAH)

若 A是列满秩

A+= CAHA )TAH

三 .
⽤⼴义逆矩阵判断线性⽅程组 Ax = b 是否有解 (相容 )

1 .Ax = b有解的充要条件是 AA
+b = b

2
.
x = A

+ b + ( I - A+A ) Y 是相容⽅程组Ax =b的通解 ,

或是⽭盾⽅程组 Ax = b的全部最⼩⼆乘解

3 .

X0 = A
+b 是相容⽅程组Ax = b的唯⼀极⼩范数解

或是⽭盾⽅程组 Ax = b的唯⼀极⼩范数最⼩⼆乘解



求 ,逆⾏ :

构造 QAP = [ 站 ] A : mxn

① AE ]→ [ A的 Hermite标 : Q ]

② ,21上⻆化紅。

③ x= P (站 Q ) θ . L : n - r) ×(m- r )



矩阵范数

⼀向量范数

1 ,向量范数定义 ;

若对任意的 xGC
“ 都有⼀个实数 11×11与之对应 , 且

D ⾮负性 : X 40 时 11λ 11 > 0 ,
x = 0 时 1λ11 =

2)乔次性 : 对任意 Kε C ,
11 kx 11=|k1 - 11 x 11

3) 三⻆不等式 : 对任意 XYEC
“

都有

11x+ y 11 ≤ 11 λ 11 + 1lyH

则称 11 X1 川 1 为
C
^上的向量范数

2 , 常⽤向量范数
) 向量的 1 范数 11 x 1 , = ixil
2) 向量的⼯范数 11 x112=xik =成成

3) 向量的 ∞范数 11 x 11∞= maxixil
1

4)向量的 p范数 11 × 11 p= 1xi 1 P )
万

5) 加权范数或椭圆范数 11X11A=HAXA是 n阶
Hermite正定阵



⼆
. 矩阵范数

1. 矩阵范数定义

若对任意的 AE 者(
x

州随⼀个实数11A11 与之对应 , 且 :

D ⾮负性 : AF 0 时 11A1170 .
A = 0 时 11A11 = 0

23⻬次性 : 对任意 KEC ,
11 KA 11 = 1K 1 . 11AlH

3》 三⻆不等式 : 对任意ABtCn州都有

11A + B 11≤ 11A 11 + 11 Bl1

4)相容性 : 对任意 A , BECnxn都有

11AB11 ≤ 11A 11 - 11Bl1

则称 11A 11为上Cnxn 的矩范阵数 tr ( AHA ) : AHA的迹

[ 对⻆线元素之和 )

2 . 常⽤矩阵范数 tr(AB ) = tr ( BA )

D . 矩阵的下范数 :11 A11 F=laijp=IAHA)

2)矩阵的 1范数 : 11A 11 , = maxlaij / (列最⼤ )
j

31矩阵的 ∞范数 : 11A 110 = m应 laij | (⾏最⼤ )

43矩阵的 2范数 :11A112 =
不

,⼊为 AHA的最⼤特征值



3 .正规矩阵 ⾣矩阵 :

AECn
×”

,
AAH = AHA = E

AHA = AAH 称 A为正规矩阵

4 . 矩阵的谱半径

AECnxn ,λ … , λu 是 A 的 n 个特征值 ,

β (A ) = max 1λjl 为 A的谱半径
j

当 A是正规矩阵

β (A ) = 11A 112 =λ , λ 为 AHA的最⼤特征值

5 . 矩阵的奇异值

设A ε Crm
*

" ( r > 0 )
,AA 的特征值为

λ , ≥λ2 ≥ , … ≥λ r≥λr +
1 = … =λ n =

则称 σ i =x ( i = 1 , 2 , …
,n )为A的奇异值



三 ,
从属范数或导出范数

C
^上的向量范数11- 110 对

EAECnxn

规定 11 A 11 =maxlA
11 xilv

则11.11是 cn
^
"上与向量范数相容的矩阵范数

四 、

矩阵范数与向量范数的相容性

设 11 lm 是 Cnn上的矩阵范数 , 若对 VAECun和 xtCn

有 : 11Ax110 ≤ 11A 11 m 11 x 1l0

则称矩 11川 m与向 11- 110 相容

补充 : 柯⻄不等式的⼆维形式

( a
2
+b) ( c

2
+d 2 ) ≥ (ac +bd

)

=⇒ac+bd≤λ1a" +b) (cidz)



线性变换的矩阵表示
⼀线性变换在某个基下的矩阵为对⻆阵的条件 ;

⼆线性变换矩阵化简

三不变⼦空间



0

↓
a0= 1a , = 1G 2 = OG 3 =

2
. T 在 V 的基 1+ t

, ti , 3
F

的矩阵为

先求简单 1 T (1+t) = 1 . ( ( +t ) + 1
t

' +Ot
3

⼀ ⼀

A =( 侶 ] T ( t
2

) = 1 . ( 1+ t) +1 .
t

' +ot
3

基F的 O 1 T ( t 3 ) = 0 . ( 1+ t) + 1 , f
2
+ 1 t

3

矩阵
IλE - A |=λ (λ- 1 ) (λ-2)

λ , = 0 λ , = λ2 = 2 最后⽤基变换
公式求基

①λ, = 0 时,解⽅程组(OE- A ) x =

( β, … β a) = ( α . …αn)P
0

0E - A = ( 始吉員 ) →18 。 ] ∴ . (f. 1t) , fr (t ) , f3 (t))

= ( 1++ , t
'

,
+ 3) P

: P .
= ( 1 , 1 ,

0 ]
J

fi (t) = 1 tt - tz

同理 P2 = ( 1 , 0-17
T i fr (t) = 1 +t - t

3

P 3
= ( 1 1 , 0)

T f3 (t) = 1ft + t
2

: P = li 。 ! ) P
"

AP = N = 1: ]0 - 1 0



矩阵的 Jordan标准形

1 . 特征向量法
0
0
⼀

⼀ ⼀

⼀

2 . ⾏列式因⼦法

⼀

⼀

⼀

⾏列式因⼦从最⾼阶⼦式开始求

列如 4阶矩阵 ,
先求 D4 (λ) = 矩阵的⾏列式

D3 (λ) | D41 λ ) 只要 Dalλ ) = 1

D2 (λ] | D3 (λ ) 则 Da-11λF
1

Da-z ( λ)= 1

; 4. 初級因⼦ :

把每个次数⼤于零的不变因⼦分解为互不相同的⼀次
D . (λ ) = 1

因式的⽅幂的乘程 , 所有这些⼀次因式的⽅1相
同的必须按出现次数计算 ) 称为 A 的部初级因⼦

不变因⼦

d , = D,
,
dr = 号 ,

… dn =器



矩阵幂級数的敛散性及求和
1 . 天矩阵幂级数

设 AECxn , AKEC

则 UcA 为 A 的幂级数
β= 1im→+∞|91

2 , 判定收敛 → r = ⽅

设幂级数志GKE
"

的收敛半径为r⑤ A εC
"

, 则

" 当 「组
<
r.矩阵幂级数GKA绝对收敛

⼭当 P 1 A ) >γ,矩阵幂级数GKA
“
发散

β (A) = maxMil
谱半径

3 . Neumann 级数收敛充要条件

设 AECnM ,
矩阵幂级数 →A*

(
Nenmann级数)

收敛 ⇒ P (A) < 1

并且收敛时 ,
其和为 ( I- A )

4 . 若 β (A )=γ , ⽤定义判断敛散 ;



瑞利熵

1 . Rayleigh 商

没 AGCn
* n 为Hermite ,称

XHAX
R(x )=XHX

为 A 的 Rayleigh 商

2 ,



第⼋章矩阵的直积

考点⼀直积

1 . 直积定义 :

設设矩阵 A =(aij)mxn , B =(bij)pxq,称如下的分块矩阵 :

anB G1rB - - ain 1

a2nB
A ④ B = l ar! B an! … : ]

Um113 am2B … amnB

为 A 与 B的直积

2 . 矩阵直积性质

① K (A ④ B ) = KA >④ B = A④ (KB ) ⑩ 设 AtCmxm . BtCnxn

② ( A, +A2) ⑥ B = A . ④ B + A2 ④ B 则AOB |= 1A1
"
, 1B1

m

BO (A , +A2) = B④ A 1 + BGA2

③ ( A ④ B)
T
= AT ④ BT

④ ( A ④ B)QC = A ④ (BOC)

⑤ ( A ④ B) ( C⑥ D) =A∠) ⑥ ( BD)

⑥ ( AOB )
"
= A+① B

+

⑦ 设 AtCmxm的全体特征值 λ , λ 2… , λm ,
B ε Cnxn的全体特征值

µ,µ2 .
… Un ,

则 AEB的全体特征值λ i µi( i = 1 , 2, … , M ; j=1 , 2
,
. M)

⑧ 没AB是⾣矩阵 , 则AQB也是矩阵
⑨ 设 X 是 A 的特征向量,9是 B的特征向量 , 则 xQ 9是

AQB的特征向量



考点⼆拉直

1 . 拉直的定义 ;

设矩阵 A = 1 aj)mxn
称

mn维列向量

A= 1911 , … ain , G21 . … ,
G2n

,

…

, ami… amn )
T

为 A 的拉直

例; A = 1 号 ∵ 台 ) A = ( 1 -12315 )
i

2 . 性质

O KA +KB = KA + KB
② atd☆ :混
③ 设 A = caij 3manB = 1 bij 了nxp

则 AB = ( Em ④ BT )A 按 A展开

AB = ( A ④ En ) B 按 B展开
A : λ i

3 . 定理 B :Uj

AX + XB = F 有唯⼀解
设 A ε cmn

, BECPx9
,

xECnxP

则 XB = (A④ BT) X N
⼀

AX + XB = (AQEn )* + (En ④ BJX
λitUjF


